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1 Stavebni kameny matematiky

V této iivodni kapitole struéné popiseme nékteré zakladni matematické pojmy a predstavy, které
se vyskytuji ve vSech specialnich oblastech matematiky, jako jsou napr. matematickd analyza,
algebra, teorie pravdépodobnosti nebo numerickd matematika. Ucebnice vyssi matematiky jsou
vétsinou psany systémem Definice — Véta — Diikaz. V nasem kurzu budeme postupovat méné
precizné, intuitivni cestou. Presto je vhodné zakladnim principiim dobfe rozumét.

Definice je prirazeni nazvu jisté presnéji vymezené entité. Sama o sobé neobsahuje zZadnou
novou informaci, zddny poznatek. Definice byvaji ¢asto psdny nepresné jako implikace, tedy
,Pokud plati to a ono, oznacujeme jej jako abc“. Vzdy je ve skutec¢nosti rozuména ekvivalence,
tedy ,,Pravé kdyz plati to a ono, oznacujeme jej jako abc*.

Priklad definice: Realna funkce jedné realné proménné je kazdé zobrazeni z mnoziny R do mno-
ziny R. V tomto pfipadé jsme entité ,zobrazeni z mnoziny R do mnoziny R* priradili nazev
yrealnd funkce jedné redlné proménné“.

1.1 Mnozina

Mnozinou rozumime souhrn jakychkoli vzdjemné odlisitelnych elementti, prvki mnoziny, do
jednoho celku. Predstavu mnozin prvné zformuloval némecky matematik Georg Cantox{ﬂ Zalozil
oblast matematiky dnes oznacovanou jako Teorie mnozin. V originale definuje Cantor mnozinu
takto:

Unter einer ,Menge* verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschie-
denen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die ,Elemente* von M
genannt werden) zu einem Ganzen.

Ptvodni Cantorovu verzi oznac¢ujeme jako Naivni teorii mnozin, jejiz nedostatky byly odhaleny
na pocatku 20. stoleti a byla zprecizovana v tzv. Axiomatické teorii mnozin, spojené se jmény
Zermelo a Fraenkel. Teorie mnozin je absolutnim zakladem matematiky, snad vSe v matematice
lze prevést na operace s mnozinami.

1.2 Zobrazeni, funkce

Casto nas zajima vztah dvou mnozin A a B, tedy souvislost mezi jednotlivymi prvky. Takova
souvislost se velmi obecné oznacuje jako relace. Kazdému prvku jedné mnoziny miize byt prira-
zeno vice prvkl druhé mnoziny nebo nemusi byt nékterému prvku pfifazen zadny prvek. Velmi
mnoziny B, se oznacuje jako zobrazeni nebo funkce. Funkce a zobrazeni jsou obvykle vnimana
jako synonyma. Pokud prvky mnoziny A ozna¢ime x a mnoziny B y, pak zapis

fiA—>Bix—y

LGeorg Cantor, 1845-1918, némecky matematik, zalozil Teorii mnozin



1 Stavebni kameny matematiky

znamend zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B, které kazdému x € A prifazuje y € B.
Mnozinou A mohou byt napf. vSichni obcasné Ceské republiky, mnozinou B redlna ¢éisla (B = R).
Zobrazeni ,méreni vysky* zapiSeme jako

méfeni vysky : obéané CR — R;ob¢an — vyska

1.3 Komplexni cCisla

Zname nékolik nekoneénych mnozin cisel, napt. prirozena ¢isla N, celd cisla Z, raciondlni ¢isla
Q nebo realna cisla R. Nad témito mnozinami jsou definované jisté operace, t.j. co mizeme s
¢isly délat. Prirozena ¢isla mizeme scitat a nasobit, pricemz vysledek je opét prirozené Cislo, ale
nemiuzeme napr. odecist vétsi ¢islo od mensiho. To mizeme provadét s celymi cisly, ta ale napft.
nemuzeme libovolné délit. K tomu uz potfebujeme jesté vétsi mnozinu ¢isel, totiz raciondlni
¢isla, kterd jsou vyjadritelnd zlomkem. Racionalni ¢isla jsou prvni nekonec¢nou mnozinou ¢isel, s
nimiz muzeme provadét vsechny bézné operace s Cisly a vysledek je vzdy racionalni ¢islo. Jak uz
ale zjistili v antickém Recku, néktera &isla, napi. v/2, mezi raciondlni nepatif. Pokud raciondlni
¢isla obohatime o tato tzv. iracionalni ¢isla, dostaneme realnda ¢isla. Na okraj poznamenejme, ze
iracionalnich ¢isel je mnohem vice nez ¢isel racionélnich.

Kromé redlnych ¢isel ale existuje jesté jedna (a uz zadna dalsi!!) nekone¢na mnozina ponékud
zvlastnich ¢isel, oznacovanych jako komplexni cisla, s nimiz lze pocitat jako s ,,normélnimi“
¢isly. Neexistuje zadné redlné ¢islo, které umocnéno na druhou déa —1. Definujme si proto néjaké
nové &islo 4, které neni redlné, ifkejme mu imagindrni, pro néjz plati i> = —1. Vezméné dvé
realnd Cisla a,b € R a definujme nové ¢islo jako

z=a+ b

Mnozinu vsSech takovych ¢isel oznac¢me jako komplexni ¢isla C. Pokud s nimi budeme ,,normalné“
pocitat, zjistime, ze vSe bez problému funguje. Dvé komplexni ¢isla vynasobime napi. takto

(342i).(4—3i)=12—9i+ 8 —6i> =12 —i—6.(—1) = 18 —i

Komplexni ¢islo obsahuje dvé ,,proménné“ a a b, da se proto zobrazit jako bod v plosném grafu,
v tzv. Gaussovéﬂ roviné (obr. [1.1), kdy redlnou édst a vynisime na osu x a imaginarn{ édst b na
osu y. Velikost neboli absolutni hodnota komplexniho ¢isla ||z|| je vzdalenost bodu od poéatku,

plati
el = Va? 7

Spojnice bodu a pocatku svird s osou x thel ¢, oznacovany jako faze komplexniho ¢isla. Plati
proto a = ||z]|. cos a b = ||z]|. sin . Komplexni ¢islo tedy muzete vyjadrit pomoci goniometri-
kych funkei jako

z=a+bi = ||z]| cosp +i||z||sinp = ||z|| (cos ¢ + isinp)

Absolutni hodnota ||z|| byva téZ oznacovana jako amplituda komplexniho ¢isla A.

2Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, némecky matematik a fyzik




1.3 Komplexni cisla
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Obrazek 1.1: Komplexni ¢islo v Gaussové roviné




2 Uvod do matematické analyzy

2.1 Funkce

Pojmy zobrazeni a funkce jsou vétsinou chapany jako synonyma. V uzsim smyslu rozumime pod
redlnou funkci jedné redlné proménné zobrazeni f : R — R : z — y = f(x). Nékteré
funkce jsou definované na podmnoziné R, napf. logaritmickd funkce na RT. x a y se oznacuji
jako argument a hodnota (¢i obraz) funkce. Argument pochézi z definiéniho oboru funkce D,
x € D, obraz z oboru hodnot H, y € H. Ve vyse uvedeném pripadé plati D = H = R.

2.1.1 Inverzni funkce

Funkce f pritazuje jistému x hodnotu y, y = f (). Mohla by nés vSak zajimat i opac¢né otézka,
totiz kterému x byla prirazena hodnota y. Hleddame tedy vlastné funkci, kterd déla opak nez
funkce f. Oznacujeme ji jako inverzni a znacime f~'. Plati

y=f(x)sz=F"()

Ne vzdy lze inverzni funkci vytvorit. Pokud existuje vice hodnot x, jimz funkce f prifazuje stejné
y, pak nemuzeme urcit, které & by méla inverzni funkce priradit tomuto y. Pro invertabilitu tedy
musi byt funkce f prostd a navic musi pokryvat cely obor hodnot, = a y tedy musi byt vzajemné
jednoznac¢né. Napt. funkce y = x? neni prostd v celém definiénim oboru D = R. Pokud ji vsak
omezime na R, prost4 jiz je a ji odpovidajici inverzni funkce je f~! (x) = VY- Poznamenejme, zZe
je lhostejné, jakymi pismeny oznacime argument a obraz, urcujici pro funkci |/y je V- Protoze
je zvykem pouzivat z pro argument a y pro obraz, piseme y = f~!(x) = /z. Pokud takto
zakreslime f i f=! do spole¢ného grafu, jsou oba grafy symetrické podle osy y = x (ponévadz
jsme zaménili x a y), viz obr.

2.1.2 Transformace funkci

Drobnou tpravou funkce muzeme dosdhnout tpravy jejiho ,tvaru“, napr. posunout na osach x
a y nebo roztahnout ¢i zazit. Méjme funkci y = f (x). Novou, transformovanou funkei ozna¢me

jako g (z).
1. Posunuti na ose y o konstantu ¢ nahoru dosdhneme pfic¢tenim ¢, g (x) = f (z) + ¢
2. Posunuti na ose x o konstantu ¢ doleva dosdhneme pri¢tenim ¢ v argumentu funkce,
g(@)=f(z+c)
3. Zvétseni na ose y k-krat dosahneme vyndsobenim funkce konstantou k, g (z) = kf (z)
4. Zkraceni na ose x k-krat dosdhneme vynasobenim argumentu funkce konstantou k,
g(z) = f (kx)

Kombinaci vSech tprav ziskame funkci
g@)=af (br+c)+d

ktera je oproti puvodni funkci f posunuta o d nahoru, a-krat roztazena na ose y, b-krat uzsi na
ose X a posunuta na ose x o ¢/b doleva.



2.2 Prehled zakladnich funkci
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Obrazek 2.1: Linearni funkce

2.2 Prehled zakladnich funkci

Zname Tadu tzv. elementarni funkci, z nichz jsou ,sestaveny“ ostatni funkce. Existuji vsak i
funkce, které nelze takovou kombinaci vyjadfit. Napf. primitivni funkce (neurcity integral) ke
Gaussové ,zvonové“ funkci existuje, ale neni vyjadritelnd pomoci elementarnich funkci. Jiné
funkce, napr. exponencidlni nebo goniometrické, mohou byt formélné definoviny pomoci neko-
necné rady mocninnych funkci. Déle je uveden prehled vybranych elementarnich funkci, s nimiz
se bézné setkavame.

2.2.1 Polynomické funkce

Nejjednodussi polynomickou funkei je konstantni funkce y = c. Dalsi v radé je linedrni funkce
y = azx + b (obr. . Funkce protind osu y v hodnoté b, kdy plati f(0) = a.0 +b = b, a osu
v bodé —b/a, kdy plati 0 = azx + b. a oznacujeme jako smérnici pfimky, plati a = tan ¢, znadi
rychlost ristu primky. Poznamenejme, ze linearni funkce je prvniho fadu, t.j. nejvyssi exponent
u x je 1, a funkce protind osu x v pravé 1 bodé.

Kvadratickd funkce y = az® + bx + ¢ je druhého fadu a protind osu x nejvyse ve 2 bodech,
tzv. kofenech kvadratické rovnice

az? +br+c=0

Jsou jimi

_ —bE Vb —dac

N 2a

V oboru komplexnich ¢isel ma kvadraticka rovnice vzdy 2 feSeni. Kiivka kvadratické funkce se

1,2




2 Uvod do matematické analyzy
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Obrazek 2.2: Kvadratické funkce

oznacuje jako parabola, nékolik parabol zobrazuje obr.

Kubickd funkce y = ax® + bx? + cx + d je tietiho fadu a protind osu x nejvyse ve 3 bodech,
kotenech kubické rovnice
az® +br* +cx+d=0.

vvvvvv

nazvy koeficientli a je snazsi pouzivat indexy. Mtzeme tedy napsat
_ .3 2
Yy =azx” +a2x” +a1x + ag
Polynom n-tého stupné je
Y= anx" + an_12" 1+ ... +ax? + a1z + ao

Pokud pouzijeme symbol souctu 3, mizeme stejny polynom elegantné zapsat takto:

Polynom n-tého stupné mé n korenu v oboru komplexnich ¢isel. Lze jim presné prolozit n+1
body.




2.2 Prehled zakladnich funkci
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Obrazek 2.3: Kubické funkce
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Obrazek 2.4: Exponencialni a logaritmicka funkce

2.2.2 Exponencialni a logaritmické funkce

Radu procestl, jako napf. eliminaci 1éku ledvinami, lze popsat exponencidlni funkci vy = a*.
Jako a se obvykle pouziva Eulerovo él’slcﬂ e~ 2,718, tedy y = e”. Exponencialni funkce, viz obr.
roste extrémneé rychle. Inverzni k exponencidlni funkci je logaritmickd funkce y = log, z,
viz obr. a se oznacuje jako zaklad logaritmu. Plati

y=a" <z =1log,y

Pokud a = e, oznacuje se logaritmus jako prirozeny a znadi se In, tedy y = In x.

2.2.3 Goniometrické funkce

Pro popis periodickych déji se pouzivaji periodické goniometrické funkce sinus a cosinus (obr.
, které se liSi pouze posunutim o /2 na ose x. Perioda obou funkeci je 27. Pomoci téchto
funkci 1ze vyjadrit i komplexni ¢islo z jako

z=A(cosp+isinyp)

A se oznacuje jako amplituda a ¢ jako faze komplexniho ¢isla. Euler zjistil mimotfadnou souvislost
mezi komplexni exponencialni funkci a goniometrickym vyjadirenim komplexniho ¢isla. Euleruv

!Leonhard Euler, 1707-1783, $vycarsky matematik a fyzik

10



2.2 Prehled zakladnich funkci

f(x) =sinx

—71.85 —$.28 —4Y1 —-3N4 —1.57 1.57 3.M (71 6/28 7.55

—0/5 |

114

Obrazek 2.5: Goniometrické funkce

vztah, nékde popisovany jako nejkrasnéjsi vztah matematiky, zni

A(cosp +ising) = Ae'

11
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